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汇报主线

核心问题
给定一个波动率模型，能否在完全不重新设计其内部结构的情况下，同时实现两个目标：

■ 降低预测低估的频率和幅度
■ 提升预测精度

我们起码需要做下面几个事情：
1 定义预测目标；选取基准模型；
2 定义什么是低估；我们如何从历史预测误差中评估低估风险；
3 如何规避低估

解决思路
先利用基准模型预测波动率，然后加上一个后处理层负责校准低估风险。
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模型总览：基准预测加保守输出层

当前信息集
Ft

基准模型
Ŷ0

t

历史预测误差
e0s

残差右尾
Ŝe(δ)

保守预测
ŶC

t

ŶC
t (λ) = max{ε, Ŷ0

t + δt(λ)}

■ 后处理层只改变预测输出，不改变基准模型的内部结构；
■ δt(λ) 是我们基于历史预测偏差以及相应的分布得到的一个调整量，而不是由一个任意
常数决定。

所以我们相当于在基准模型后面直接施加一个调整量，以此降低低估风险。令人惊讶的是，
这个非常简单的操作，居然是的基准模型在 dow30 和 sp100 两个数据集上，预测精度也同

时提升了。
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第一步：定义预测目标

定义：未来波动率目标
对资产 i、预测原点 t 和预测期限 h，定义未来平均实现波动率为

Y(h)
i,t =

1

h

h∑
j=1

RVi,t+j.

■ RVi,t+j：资产 i 在未来第 j 天的实现波动率；
■ h：预测期限，例如 1、5、21 或更长交易日；
■ 在预测时点 t，Y(h)

i,t 尚未实现，是我们要预测的未来对象。

例
当 h = 5 时，目标是未来五个交易日实现波动率的平均值，而不是时点 t 当天的波动率。
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第二步：定义信息集与基准预测

定义：时点 t 的信息集
Ft 表示在时点 t 可以获得的全部信息，例如历史收益率、历史实现波动率、市场状态变量
或隐含波动率等等。

定义：基准预测
基准模型给出一个只依赖当前信息的点预测：

Ŷ0,(h)
i,t = gi,h(Ft).

■ gi,h 可以是 HAR、GHAR、HAR-IV、GHAR-IV 或其他预测模型；
■ 本文方法不要求 gi,h 具有特定形式，只要求它能产生点预测。
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第三步：定义残差与低估事件

定义：基准预测残差

e0,(h)i,t = Y(h)
i,t − Ŷ0,(h)

i,t .

低估：e0 > 0

真实目标为 24，基准预测为 19：

e0 = 24− 19 = 5.

预测少报了 5 个单位。

高估或相等：e0 ≤ 0

真实目标为 17，基准预测为 19：

e0 = 17− 19 = −2.

预测高于真实值 2 个单位。

方向约定
残差定义为“真实值减预测值”，因此残差右尾正好对应波动率低估。
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第四步：低估风险的两个评价指标

对一组已经实现的评价观测 (Yk, qk)n
k=1，定义。其中，Yk 是第 k 个评价时点已经实现的真

实波动率，qk 是模型在该时点事先给出的预测值。

UF(q) = 1

n

n∑
k=1

1{Yk > qk}, UPS(q) = 1

n

n∑
k=1

(Yk − qk)
+,

其中 x+ = max{x, 0}。

UF：低估频率
1{Yk > qk} 是低估事件指示变量。UF 回
答：低估发生得多不多？

UPS：平均短缺
(Yk − qk)+ 只保留低估部分。UPS 回答：
一次低估平均有多严重？

例
残差为 (3,−1, 0, 5) 时，UF = 2/4 = 50%，UPS = (3 + 5)/4 = 2。
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第五步：预测时真实值未知，残差如何获得？

历史时点 s
已有 Ys

历史预测
Ŷ0

s

形成历史残差
e0s = Ys − Ŷ0

s

当前时点 t
产生 Ŷ0

t

伪样本外残差
对过去每个历史时点 s，严格模拟当时的信息约束：只用 Fs 产生 Ŷ0

s，待对应的真实目标
Ys 实现后，计算 e0s = Ys − Ŷ0

s。

当前预测不使用未来真实值
当前时点只能使用已经形成的历史残差库估计右尾；未来真实值实现后，才会成为更晚时
点的历史残差。
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第六步：用残差右尾描述低估概率

定义：残差右尾生存函数
对残差随机变量 E，定义

SE(u) = P(E > u).
当 u 越大，超过该阈值的残差概率通常越小。

样本中的经验右尾
给定历史伪样本外残差 e01, . . . , e0m，经验右尾为

Ŝe(u) =
1

m

m∑
r=1

1{e0r > u}.

解释
Ŝe(2) = 0.20 表示历史残差中约 20% 大于 2；这刻画了“预测至少低估 2 个单位”的经验频率。
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第七步：定义低估厌恶的目标函数

对一个可实施预测 qt，定义

Lt(qt) = E[(Yt − qt)
2 | Ft] + λE[(Yt − qt)

+ | Ft]

■ 第一项是条件平方误差，惩罚所有方向的预测偏差；

■ 第二项是条件平均低估短缺，只惩罚 Yt > qt 的情形；

■ λ ≥ 0 是低估惩罚权重，越大表示越重视避免低估。

模型目标
不是无条件地把预测抬高，而是在平方误差精度与低估风险之间选择一个有经济含义的平衡点。
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目标函数的数值例子

设真实波动率为 Y = 20，低估惩罚权重 λ = 2：

预测 q (Y − q)2 λ(Y − q)+ 总损失

16 16 8 24
18 4 4 8
20 0 0 0
22 4 0 4

含义
当预测与真实值同样相差 2 个单位时，低估预测 q = 18 的总损失为 8，高估预测 q = 22
的总损失为 4。目标函数对方向进行区分。
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第八步：把条件期望写成条件分布积分

记给定 Ft 的条件分布函数为

Ft(y) = P(Yt ≤ y | Ft), µt =

∫ ∞

−∞
y dFt(y).

若 E[Y2
t | Ft] < ∞，则平方误差项为

E[(Yt − q)2 | Ft] =

∫ ∞

−∞
(y − q)2 dFt(y).

对固定的 q 求导：

∂

∂q

∫ ∞

−∞
(y − q)2 dFt(y) =

∫ ∞

−∞
−2(y − q) dFt(y)

= 2

(
q −

∫ ∞

−∞
y dFt(y)

)
= 2(q − µt).
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第八步：低估短缺项的积分形式与严格求导
由 (Yt − q)+ = (Yt − q)1{Yt > q}，有

E[(Yt − q)+ | Ft] =

∫ ∞

q
(y − q) dFt(y).

利用尾积分公式，也可写成

E[(Yt − q)+ | Ft] =

∫ ∞

q
P(Yt > u | Ft) du =

∫ ∞

q
[1− Ft(u)] du.

若条件分布在 q 处无原子且尾部可积，Leibniz 公式给出
∂

∂q

∫ ∞

q
[1− Ft(u)] du = −[1− Ft(q)] = −P(Yt > q | Ft).

为什么需要“无原子”条件？
若 P(Yt = q | Ft) > 0，短缺项在该点不可微，只能使用次梯度；连续条件分布时才可直接写成普通
导数。
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第八步：合并两项，得到内部最优条件
目标函数的积分表达为

Lt(q) =
∫ ∞

−∞
(y − q)2 dFt(y) + λ

∫ ∞

q
[1− Ft(u)] du.

在 E[Y2
t | Ft] < ∞、尾部可积且 Ft 在 q 处无原子的条件下：

L′
t(q) = 2(q − µt)− λP(Yt > q | Ft).

内部最优解 q∗
t 满足 L′

t(q∗
t ) = 0，因此

2(q∗
t − µt) = λP(Yt > q∗

t | Ft).

经济解释
左侧是提高预测带来的边际平方误差成本；右侧是提高预测所减少的边际低估短缺成本。最优点使
二者相等。
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第九步：从最优预测得到保守安全边际

把最优预测写成
q∗t = µt + δt, δt ≥ 0.

定义条件创新项
Et = Yt − µt.

则
P(Yt > q∗t | Ft) = P(Et > δt | Ft),

从而得到核心方程
2δt = λP(Et > δt | Ft) .

核心解释
安全边际越大，左侧的精度成本越大；但边际越大，残差超过它的概率越小。δt 正是两个
力量的平衡点。

Yue and Xiao Conservative Residual Overlay 15/23



理论创新项与实际基准残差的关系

理论对象

Et = Yt − µt, µt = E[Yt | Ft].

它围绕真实条件均值定义。

实际可计算对象

e0t = Yt − Ŷ0
t .

它围绕基准模型预测定义，可以从历史伪
样本外预测中获得。

后处理的识别逻辑
当基准预测 Ŷ0

t 能够较好地逼近条件均值 µt 时，基准残差 e0t 的右尾可以用来估计创新项
Et 的右尾。后处理层因此只校准方向性风险，不重新承担全部波动率动态建模任务。

Yue and Xiao Conservative Residual Overlay 16/23



第十步：用经验残差右尾计算候选边际

理论方程中的条件概率由历史残差右尾替代：

2δ
(h)
i,t (λ) = λŜ(h)

e,i

(
δ
(h)
i,t (λ)

)
.

其中

Ŝ(h)
e,i (u) =

1

mi,h

mi,h∑
r=1

1{e0,(h)i,r > u}.

■ 每个资产 i 可以有自己的残差右尾；
■ 每个期限 h 可以有自己的残差右尾；
■ 因而调整量是资产—期限特定的，而非全市场统一常数。
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第十一步：最终后处理映射

定义保守预测为

ŶC,(h)
i,t (λ) = max

{
ε, Ŷ0,(h)

i,t + δ
(h)
i,t (λ)

}
.

■ Ŷ0,(h)
i,t ：基准模型的原始点预测；

■ δ
(h)
i,t (λ)：由历史残差右尾得到的保守边际；

■ λ：控制低估厌恶程度的模型参数；
■ ε > 0：保证预测保持正值，适用于波动率预测和 QLIKE。

最重要的结构性质
这是一个加法后处理层：基准模型产生什么预测，后处理层就在其基础上增加一个由尾部
风险决定的调整量。
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一个完整的数值例子

设当前基准预测为 Ŷ0
t = 18，历史残差近似服从 E ∼ Unif[−3, 3]。对 0 ≤ δ ≤ 3，有

P(E > δ) =
3− δ

6
.

若 λ = 6，核心方程给出

2δ = 6
3− δ

6
=⇒ δ = 1.

因此最终预测为
ŶC

t = 18 + 1 = 19.

真实值 Y = 20.5：
基准短缺 = 2.5，
保守预测短缺 = 1.5。

真实值 Y = 17.5：
基准高估 = 0.5，
保守预测高估 = 1.5。
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模型的经济含义：风险—精度权衡

历史残差右尾
低估风险信息

安全边际
δ(λ)

保守预测
降低低估风险

核心权衡
提高 λ 通常会提高 δ，从而降低低估频率和短缺；但过大的边际会增加高估和对称点损失。
因此，λ 的作用不是“越大越好”，而是控制风险偏好的旋钮。
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模型架构的严格时间顺序

历史窗口
产生伪样
本外残差

估计经验右尾
Ŝe

解核心方程
得到 δ(λ)

当前基准预测
Ŷ0

t

输出保守预测
ŶC

t

当前汇报的边界
这里讲清楚模型对象和逻辑关系；具体训练窗口、验证集搜索和实证检验属于模型估计与
实证部分，不改变上述架构。
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最后总结：整个模型只有三层

第一层：基准预测

Ŷ0,(h)
i,t = gi,h(Ft).

利用当前信息预测未来波动率目标。

第二层：残差右尾校准

2δ
(h)
i,t (λ) = λŜ(h)

e,i (δ
(h)
i,t (λ)).

利用历史伪样本外残差估计低估风险并求解保守边际。

第三层：保守输出

ŶC,(h)
i,t (λ) = max{ε, Ŷ0,(h)

i,t + δ
(h)
i,t (λ)}.
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结束页

谢谢！
模型主线
从基准预测出发，用历史残差右尾估计低估风险，通过非对称目标函数确定保守边际，最
后将边际加回基准预测。

Questions and Discussion
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